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Ein Warteschlangensystem mit zeitabhangigen Parametern
und zwei parallelen gleichen Bedienungsstationen

Rolf Hauser, Saarbriicken

1. Einfihrung und Zusammenfassung

In [12] befaBt sich Saaty mit der zeitabhdngigen LOsung fir die
Wahrscheinlichkeitsverteilung der Kundenanzahl in einem expo-
nentiellen Warteschlangensystem mit c parallelen Bedienungsstatio-
nen. Er setzt dabei die Ankunftsrate A und die Bedienungsra;e u
als konstant voraus. fUr den Fall zweier paralleler, gleicher
Bedienungsstationen gibt.er eine explizite Lésung filir die Wahr-
sche1n1ichkeitsvértei]ung der Kundenanzahl im System an. In der
Praxis sind aber die Ankunfts- und Bedienungsraten meistens nicht
konstant, sondern variieren mit der Zeit. Im folgenden wird daher
der Fall zweier para]le]ér gleicher Bedienﬁngssfationen dahin-
gehend verallgemeinert, daB die momentane Ankunftsrate A(t) und’
die fir beide Bedienungsstationen gleichen Bedienungsraten u(t)

von der Zeit abhdngen.

Es wird in der vorliegenden Arbeit eine exakte Losung fir die
Wahrscheinlichkeitsverteilung der Kundenanzahl X(t) im System in
Abhdngigkeit von der Zeit angegeben. Auferdem werden auch der
Erwartungswert und die Varianz der KUndenanzéh] im System
berechﬁet. Fiir den Fall, daB fir t+« eine Grenzverteilung

existiert, wird diese angegeben.

2. Quantitative Erfassung des Warteschlangensystems

Es wird .ein MarkoffprozeB X(t),o<t<w, mit diskretem Zustandsraum.
S={0,1,2,....} betrachtet, fiir den eine nicht negativ, be-
schrdnkte Funktion A(t) und eine positiv, beschrdnkte Funktion

u(t), ogt<o existieren, die den folgenden Bedingungen genlgen:
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(i) P{X(t+at)=i+1]X(t)=1}

i

A(t)at+o(at), i=o0,1,2...,

p(t)at+o(at), i=1,
(i) P{X(t+at)=i-1]X(t)=1}

2u(t)at+o(at), i=2,3,4,....
(iii) P{X(t+at)=3|X(t)=1i}

o(at), |i-j|>1, i,3=0,1,2....

Die Gleichungen besagen, daB die Wahrscheinlichkeit einer Ankunft
wdhrend des Zeitintervalls (t,t+at) gleich a(t)at+o(at) ist,

und die Wahrscheinlichkeit einer Bedienung wihrend die;es‘Zeit-
intervalls u(t)at+o(at) bzw. 2u(t)at+o(at) ist. Die Wahrschein-
lichkeit von mehr als einer Ankunft und/oder Abfertigung ist
o(at). Man bezeichnet x(t) als momentane Ankunftsrate und u(t)

als momentane Bedienungsrate.

Es sei

Pin(t)=P{X(t)=n|X(0)=i},i,n=0,1,2...,

die Wahrscheinlichkeit, daB sich das System zum Zeitpunkt t im
Zustand n befindet, falls es zum Zeitpunkt o im Zustand i war.
Unter diesen Bedingungen ergibt sich folgendes Kolmogoroff'sche

System von Vorwdrts-Differentialgleichungen:

dPio(t) .
(2.1) —dt —X(t)Pio(t)+u(t)Pi](t),
dPi](t)
(2.2) — = AMEIP(£)=(L(E) 4 (£))P4 (£)+20(8)P (5
dPin(t)
(2:3) " = A(8)P4 3 (8016426 (£))P4 (€)+2u(£)Py Ly () 122,

i=0,1,2...
(vgl. z.B. [6] S. 423 ff).

Das Hauptproblem besteht nun darin, dieses unendliche System
von Differentialgleichungen unter der Anfangsbedingung:

(2.4) Py (0)=68,,5 isn=0,1,2...,
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1) ist man versichert, daB

zu 16sen. Durch einen Satz von Feller
das Differentialgleichungssystem genau ein stetig differenzier-

bares System von Ldsungen Pﬂﬂt) besitzt mit den Eigenschaften:

(1) Pin(t)ZO fiir jedes n=0,1,2,...,i=0,1,2.,..

(i) b3 Pin(t)=1 fir jedes t>o.
n=o . -

3. Die Lbsung des‘Differentia]gleichungssystems

Fiihrt man eine neue Zeitvariable t wie folgt ein:
t
t=1(t)=2S u(s)ds,
)
und fihrt man auBerdem die momentane Verkehrsintensitdt als
Quotient der momentanen Ankunfts- und Bedienungsrate ein, d.h.
A
p()=o () gty
dann 1dBt sich das System (2.1) bis (2.4) folgendermaBen

umschreiben:

dP. (1)
(3.1) —g7— = -e(1)P; (7)+0.5P4 (1)
dP;q (1)
(3.2) _—E:——— = p(T)PiO(T)-(O(T)+0.5)Pi](T)+Pi2(T),
dPin(T)
(3.3) p = p(T)Pin_l(T)-(p(1)+1)Pin(r)+Pin+1(r), n>2,
T

i=o,1,2....

(3.4) Pyp(0) =8 i,n=0,1,2....

in?

Fiihrt man eine mittlere Verkehrsintensitat

]

(3.5) R(t)=x / p(s)ds

(=)

ein, und fiihrt man auBerdem ein neues System von abhdngigen

Variablen wie folgt ein:

1) Feller, W.: On the Integrodifferential Equations of Completely
Discontinuous Markov Prozesses, Trans. Am. Math. Soc., Vol. 48,
1940, P. 488-515
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(3.6) 0 (1)=eREI*DTp (1), 4 n=0,1,2...,
dann 18Bt sich das System (3.1) bis (3.4) auf die folgende

Weise schreiben:

dQ; () . ‘
(3.7) —ge—— = Q;o(1)+0.5Q,; (1),
‘ in](T)
(3.8) —d: D(T)QTO(T)+°-5Qi](T)+Q12(T)a
(3.9) —d " ° D(T)Qin-l(T)+Qin+1(T)’ n>2 i=0,1,2....

(3.10) Q;,(0) = Sips Ton=0,1,2,...

Um das Differentialgleichungssystem (3.7) bis (3.9) unter der
Anfangsbedingung (3.10) zu 10sen, wird eine erzeugende Funktion

in der folgenden Weise eingefiihrt:
n
Z-T . _
. Qi,n(r)i~ﬁTl— , i=0,1,2...

Diese Funktion ist analytisch in z und stetig differenzierbar

(3.11) Q4(2z,7) =

=
e 8

in t. Differenziert man Qi{z,z) nach z und t unter Beachtung
von (3.8) und (3.9), dann ergibt sich die folgende partielle
hyperbolische Differentialgleichung fir Qi(z,r):
aZQi(z,r)
(3.12) ~—7s—— = o(1)Q;(z,1)+9; (1)
mit
gi(T)=0'5011(T)'
Die Losung solch einer partiellen Differentialgleichung verlangt
im allgemeinen zwei Randbedingungen. Diese sind gegeben durch

(3.7) und (3.10), die sich auf die folgende Form bringen lassen:

30, (2,7) |
(3.13) —5— = Q;(rs7)-g;(r)
Z=7
und
i
(3.14) Qi(z,o)=%T .
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Die partielle Differentialgleichung (3.12) mit den Randbedingungen
(3.13) und (3.14) wird mit Hilfe der Riemannschen Integrations-
methode (vgl. [13] S. 175 ff) gelbst. Qi(z,r) wird zundchst mit
Hilfe der unbekannten Funktionen g,(t) und

BQ.i(O’T)

(3.18) fi(1) = 5T

dargestellt. Die Bedingung (3.13) und die Beziehung

Qi(Z’T)
(3.16) ——5— = 29;(1)
Z=T

werden dann gebraucht, um ein Integralgleichungssystem fiir

die unbekannten Funktionen g,(t) und f;(x) abzuleiten.

Um zundchst die Riemannsche Funktion V(z,t.X,y) zu bestimmen,
wird die zu (3.12) adjungierte Differentialgleichung

22M(2,7)

(3:17) —5757

- p(r)wi(z,r)=0
gelost. Setzt man:
Wi(z,1)=V;(t)

mit

t=2v (R(1)-R(X)x) (z-¥) .
dann ergibt sich die nachstehende Bessel'sche Differential-
gleichung
" 1
Vi(t) + ¥V%(t)-vi(t)=o
mit der Losung I (t), wobei I (t) die modifizierte Bessel-

funktion 1. Art n-ter Ordnung darstellt mit

In(t) =<%)n ; lgt‘ézi;lek+I) '
k=0 "7
Mit Hilfe der Riemannschen Funktion

Vi(z,t,x,y) =1 (2¥(R(7) T-R(x)x) (2-¥)" )
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1Bt sich dann die Ldsung von (3.12) angeben:

(3.18) Qi(z,-r)=lo(2wlR(-r)rz )Q;,(0)
i-1
Lo (2R (x) (9] Vfqpyrdy

+

O N

I (2 (R(T) xR X)2) 5 (x) dx

+
oA

+
oA

4
! Lo(2¥(R(7)r-R(x)x) (z-y) ") g, (x)dydx.

Fihrt man im ersten Integral von (3.18) die Substitution

NR(7)zz = u,1/1-=§ = sin(t)
durch, dann ergibt das erste Integral mit Hilfe der folgenden
Integrationsformel fiir Besselfunktionen

w/2
(3.19) s I (u-sin(t))sin™(t)cos®™1(¢)dt
[0}

- 2mr(m+1) I
m+l
u

n+me1(¥) 5 nom20,

(Vg1. [1] S. 485, Formel 11.4.10)

den Welr't:./2
i
[R—(-f TJ -Ii(Z-JR(-r)rz). A

Das Doppelintegral in (3.18) 1dBt sich auf ein einfaches
Integral zuriickfilhren. Die Integration iber y in dem Doppel-

integral von (3.18) ergibt mit der Substitution

22/(R(t)t-R(x)x)z' = u, w/l'%'= sin(t)

und der Integrationsformel (3.19) den Wert:

T
; /R_(TFZ_R(YW 13 (2N (R(7)T-R(x)x) 2 )g; (x)dx.

Setzt man:

n/2
(3.20) A (x,1,2) = [ Ly X] 1 (R RN 1=0,21,42, ...,

TJT™
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dann 13dBt sich (3.18) in der Form

(3.21) Q;(z,1)=A (0,7,2) + } Ag(xsT,2)f (x)dx
0

T
+ 5 Ag(x,t,2)9;(x)dx
o]

darstellen.

Beachtet man die Beziehungen:

1

An(x,r,z) An_l(x,r,z) s

2
4

An(x,‘l‘,z) p(T)An+1(X,T,Z) s

3
3T
(3.22)

An(o,o,o) = 8on °

0(1,1,1)=1, AI(T,T,T)=T.

A_p(tstst) = o fir n>o; A
dann findet man:
=(R(x) +1)c 3"0;(z,7)

(3.23) Pin(T)=e 32"

=1

=e

-(R(7) +1)1[ (x>1,7)Fy(x)dx

T
Ai_n(09T,T)+£A_n

T 'y
+ éA_n+1(x,r,r)gi(x)dx s, i,n=0,1,2....

Die unbekannten Funktionen fi(x) und gi(x) ergeben sich mit
Hilfe von (3.13), (3.16) und (3.22) als Ldsungen des Integral-

gleichungssystems

(3.24) fi(r) + Z H-I(X’T)fi(x)dX+ZHo(x’T)gi(x)dx='Hi-1(°’T)

T T ’
gi(T) + é K_l(x,r)fi(x)dx+£Ko(x,r)gi(x)dx=-Ki_1(o,r)

iz0,1,2.... ,
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mit

Hioa (Xam) =0 S0er ) Ay (Xoman) Ay (xtue) o (1)A, 1 (X,1,1)

Ki_l(X,r)=-0.5Ai_1(X,T,T), i=0,1,2...
Dieses Volterra'sche Integra]g]eichungssystemﬂ2L Art besitzt
stetige Kerne und auBerdem. sind Hi_l(o,r) und Ki-l(o’T)’
i=0,1,2,..., stetig; daher besitzt das Intégra]g]eichungssystem
eindeutige und stetige Losungen fi(T) uﬁd‘gi(r) und (3.23)

ergibt die gesuchten Wahrscheinlichkeiten.

4. Der Erwértungswert und die Varianz der Kundenanzahl im

‘System

Der Erwartungswert Li(t) und die Varianz Vi{t) der Anzahl der

Kunden im System sind aufgrund-der Definition:
Li(x) = E nPin(T)’

i=0,1,2....

Vi(t) = 2

il
H ™8

(n-LT‘T)) P#n(T)‘

Wegen der gleichmaﬁigen Konvergenz der Reihe

® dPin(T)
E n——a;——m und der Konvergenz von

E nPjn(r) im Punkt t=0 gilt:

‘ =Py (q)
(4.1) ———d?—-z PN n—a—'r__—

s 1=0,1,2.... .
n=0 ' :

Setzt man in (4:1) fir QPin(r)/dr‘die Ausdriicke (3.1) bis (3.3)
3 s d . . ® . .
ein ann fq]gt mit der.Tatsache, daB E Pin(r)=1 ergibt, die

folgende Beziehuyng: =0

dLi(T)
(4.2) —4 - p(T)-1+P10(T)T°'5Pil(T) s 1=0,1,2...
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Integriert man (4.2) auf beiden Seiten unter Beachtung der
Anfangsbedingung Li(o)=i, i=0,1,2..., dann ergibt sich der
Erwartungswert Li(r) mit der Abkiirzung

(4.3) Bi(T)=PiO(T)+0.5Pi1(T)

Zu:

(4.4) L, (x)=(R(x)-1)x + J B (x)dx+i, i=0,1,2..
0

Der Erwartungswert 1dBt sich also bei Kenntnis von Pio(r) und
Pil(T) bestimmen. Ebenso 1dBt sich auch die Varianz nur mit

Kenntnis von Pio(T) und Pil(r) bestimmen.

Die Varianz V(t) aus der Definition 1iBt sich umformen zu:

Vi(t) = : n?p, (1) - [Li(T)]Z, i=0.1,2. .. f

n=o0
Aufgrund der gleichmaBigen Konvergenz der Reihe
dP. (1)

n2 in

It und der Konvergenz von

L n2P (t) 1im Punkt t=o0 gilt:

n=o in
dv. (1) =, dP. (7) dL, ()
(4.5) ——%?__ = 3 n __%?___ - 2l (t)—g— » i=0.1,2...
n=0 )

Setzt man in (4.5) fir dPin(T)/dT die Ausdriicke (3.1) bis (3.3)

ein, dann ergibt sich aufgrund der Tatsache I Pin(T)=1’
n=o0
der folgende Ausdruck:
v () di; ()
(4.6) —gq7— = 2[p(T)+(p(T)-1)'Li(T)]-(1+2L1(T)) o * Pyp(e)s

i=0,1,2...
Integriert man (4.6) auf beiden Seiten unter Beachtung der An-

fangsbedingung Vi(o)=o, i=0,1,2..., dann ergibt sich die Varianz zu:

(4.7) Vi(t)=2}[p(x)+(p(x)—1)Li(x)]dX—Li(r)—[Li(r)J2+}P11(x)dx+i+iz-
(o] o]

i=0,1,2...
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Mit Hilfe der partiellen Integration und der Beziehungen (4.2) und

(4.3) 1dBt sich die Varianz schlieBlich wie folgt darstellen:

2
(4.8) Vi(1)=R(r)+1)r-(21+1)}Bi(x)dx- [}Bi(x)dx}
0 o
T ' T
-2 s x(R(x)—l)Bi(x)dx + Pil(x)dx, i=0,1,2....
o o

5. Die Zustandswahrscheinlichkeiten Pin(T) fir 1+

In der Praxis ist man oft nur an dem Verhalten des Wartesystems
nach langerer Betriebszeit interessiert; deshalb versucht man
die Pin(T)’ n=0,1,2.... flir t>» zu bestimmen, falls diese Grenz-’
werte existieren. Im folgenden wird nun ein Satz angegeben, der

etwas Uber das Verhalten von 1im Pin(T) aussagt.

>
Satz 5.1
Falls o<lim p(r)=;<1 existiert, dann existiert die Grenzver-
T+ﬂ7
teilung lim Pin(r)=13n und ist unabh@ngig vom Anfangszustand, und
T

die ﬁn sind gegeben durch:

(5.1) l~>o =‘%%% ; I3n = 2'%&% 5", n=0,1,2....
Beweis:

Es gilt:

|Pip(tse(t)) - 5n|=

| (Pip(tso(t)) = Pip(e38)) + (P (x38) - P )
< [Pyplrse()) = Py (x3p)] + }Pin(T;a)_ﬁnl_

Fiir p(t)=p=const.<1 weiB man aber, daB die Grenzwahrscheinlich-

keiten existieren und es gitt:
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1im Pin(r;ﬁ) = Pn s i,n=0,1,2....
T>®

- 1-5 .n ¢ .5 _ 1-p
nit Pn = 2 5 g fir n>1; P0 = T+5 °
(vgl. Saaty [12] S. 765). Daher gilt fur den letzten Ausdruck

auf der rechten Seite der Ungleichung fiir genligend grofe t stets:
(5.2) ‘Pin(r;ﬁ) - Pnlie/Z, i,n=0,1,2.....
Wegen der Stetigkeit von Pin(T;p(T)) in p(t) gilt aber auch:

(5.3) Py (1s50(1)) - Pin(135)’ < e/2, i,n=0,1,2.... fir alle
lo(t)-p] <8, sobald r geniligend groB ist.

Daher gilt auch insbesondere

(5.4) |Pin(t;p(1)) - Pn[ < e, i1,n=0,1,2...,

fiir alle hinreichend groBe t. Dies ist aber eine notwendige und

hinreichende Bedingung dafiir, daf

Tim Pin(r;p(r)) = Pn, i,n=0,1,2...,
T>®

gilt, und damit ist der Satz bewiesen.

Zum SchluB soll noch das Verhalten des Erwartungswertes und der
Varianz fir t->e untersucht werden.

Es gilt der folgende Satz:

Satz 5.2

Falls o<lim p(t)=p<l existiert, dann existieren lim Li(T)
T+ T

und 1im Vi(r); i=0,1,2..., und es gilt:

T+
(5.5) Tlim L (x) = 225
T>o 1-5
2
(5.6) Tlim v (7) = 22L1*0
e (1-87)
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Der Beweis ist einfach. Setzt man die Wahrscheinlichkeiten aus
(5.2) in die Definitionen des Erwartungswertes ‘und der Varianz

ein und beriicksichtigt die Beziehungen:

- <k 5 <

z k P = s 00 < f < 1,
=1 (1-5)7

T k2 ..,k - ﬁ 1+53 . 0 i 6 < 1’
k=1 (1-8)

dann folgt sofort die Behauptung.
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Some Prediction Problems in Semi-Markov Queueing Models
: and Related Topics

Jacques Janssen, Bruxelles

ABSTRACT

We give some results on prediction problems for discrete time stochastic pro-
cesses related to a random walk, firstly in the classical tase - i.e. when the
successive steps are i.i.d. random variables - and secondly when the random walk
is generated by a semi-Markov chain. The two main applications presented here
concern the successive waiting times in queueing theory and the ruin problem in
risk theory (x).

§1. CLASSICAL RANDOM WALK

On the probability space (Q, &, iP), let (Xn. n 3 1) be 1,1.d, random variables
with F as common distribution function with second order moments such that

0 <F(0-) g F(O) <1, JE(Xn) = m (1.1)
The "position” of the walk after the nth step is given by

S =X, + ... + X (1.2)

n 1 n

and we introduce :

X =0, S =0 a.,s, (1.3)

o s}

The W-process and the M-process are inductively defined as follows :

W =20

° . (1.4)
Mg = W+ X )7, n30

M =20

° (1.5)

Mn = sup {SO, S.s sees Sn}

1'
PROBLEM : Given at t = n, the first n steps Xl' e, Xn' find the functions of

these variables which give the best least square estimators of wn+1

and Mn+1 .

(x) A part of these results was presented at the 10th meeting of the I.M.S. in
Leuven, Belgium (August 1977).



